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Resumen
En esta comunicacio´n se muestra la aplicacio´n del Me´todo de Diferencias
Finitas Generalizadas al problema de la propagacio´n de ondas s´ısmicas, y
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ma´s concretamente se analiza la estabilidad y la dispersio´n en la estrella
para el caso 2-D.
Se obtienen condiciones de estabilidad y dispersio´n en la estrella para las
ondas S y P . Tambie´n se obtienen las velocidades de grupo de las ondas P
y S.
Palabras Clave. Me´todos sin malla, diferencias finitas generalizadas, ondas,
estabilidad, dispersio´n, mallas irregulares, me´todo expl´ıcito.
Application of the generalized finite difference method for
solving seismic waves propagation problem in 2-D
Abstract
This paper shows the application of generalized finite difference method
(GFDM) to the problem of seismic wave propagation. We investigated sta-
bility and star dispersion in 2-D.
We obtained indepedent stability conditions and star dispersion for the P
and S waves. Also, we are obtained P and S-wave group velocity.
1. Introduccio´n
Los me´todos que en general se pueden denominar me´todos sin malla,
surgieron hace aproximadamente treinta an˜os, aunque el intere´s y el es-
fuerzo investigador ha sido mı´nimo hasta hace poco tiempo. As´ı pues, la
referencia ma´s alejada en el tiempo y que puede condiderarse como punto
de partida es el me´todo de part´ıculas (SPHM) que fue desarrollado por en
1977 por Lucy([12]). En 1982 y 1988 Monaghan ([13] y [14]) desarrolla una
explicacio´n ma´s rigurosa del me´todo.
Una camino paralelo al indicado en el desarrollo de aproximaciones sin mal-
la, se basa en la idea de realizar una aproximacio´n local mediante el me´to-
do de mı´nimos cuadrados mo´viles de Lancaster y Salkauskas (1981)([10]).
Nayroles, Touzot y Villon (1992) ([16]) fueron los primeros en utilizar una
aproximacio´n de este tipo en un me´todo de Galerkin, denominado me´todo
de los elementos difusos (DEM).
Belytschko, Lu y Gu (1994)([2]) refinaron y desarrollaron una implementacio´n
alternativa del me´todo de los elementos difusos, que mejoro´ la precisio´n al
utilizar multiplicadores de Lagrange para imponer las condiciones de con-
torno esenciales y un orden de cuadratura mayor en la integracio´n. Ellos
denominaron al me´todo, Galerkin libre de elementos (EFG).
Un salto importante en el desarrollo de estos me´todos se ha producido a
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partir de los trabajos de Duarte y Oden (1995) ([8]) y de Babuska y Melenk
(1995) ([1]) que realizan una generalizacio´n muy interesante de la aproxi-
macio´n por mı´nimos cuadrados mo´viles usando el concepto de particio´n de
la unidad, que los primeros denominaron nubes hp (hp clouds) y de particio´n
de la unidad (PUFEM) los segundos.
Otro camino en la evolucio´n de los me´todos sin malla se ha constituido me-
diante el desarrollo del me´todo de diferencias finitas generalizadas (GFDM)
que surge como consecuencia de la evolucio´n del me´todo de diferencias finitas
cla´sicas. Los trabajos de Jensen (1972) ([9]) y Perrone y Kao (1975) ([18])
pusieron las bases del me´todo. Liszka y Orkisz (1980) ([11]) y Orkisz (1998)
([17]) han realizado importantes contribuciones a la mejora y desarrollo del
me´todo.
El me´todo de diferencias finitas generalizadas (GFDM), se basa en la uti-
lizacio´n de mı´nimos cuadrados mo´viles, lo que permite aplicar esquemas
en diferencias finitas en dominios irregulares. Al desarrollo de este me´todo
han contribuido los trabajos de los autores. As´ı, se han obtenido fo´rmulas
expl´ıcitas en diferencias para el caso de estrellas irregulares, analizandose
la influencia de los para´metros fundamentales que aperecen en la formu-
lacio´n [3], se ha obtenido un me´todo adaptativo para la mejora de la solu-
cio´n aproximada utilizando GFDM [4], en [6] se muestra la aplicacio´n del
me´todo adaptativo en GFDM a la resolucio´n de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de segundo orden y [7] es un resumen global de GFDM
que incluye las aportaciones realizadas por los autores y su aplicacio´n a
problemas ela´sticos.
Los art´ıculos [5] y [19] muestran la aplicacio´n del me´todo de diferencias
finitas generalizadas a la resolucio´n de ecuaciones en derivadas parciales
dependientes del tiempo.
2. Esquema en diferencias finitas generalizadas para
el problema de propagacio´n de ondas s´ısmicas
en dominios homoge´neos
2.1. Planteamiento del problema
El problema de propagacio´n de ondas s´ısmicas en 2-D viene caracterizado
por el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
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
∂2U(x, y, t)
∂t2
= α2
∂2U(x, y, t)
∂x2
+ β2
∂2U(x, y, t)
∂y2
+ (α2 − β2)∂
2V (x, y, t)
∂x∂y
∂2V (x, y, t)
∂t2
= β2
∂2V (x, y, t)
∂x2
+ α2
∂2V (x, y, t)
∂y2
+ (α2 − β2)∂
2U(x, y, t)
∂x∂y
(1)
con las condiciones iniciales
U(x, y, 0) = f1(x, y);V (x, y, 0) = f2(x, y)
∂U(x, y, 0)
∂t
= f3(x, y);
∂V (x, y, 0)
∂t
= f4(x, y) (2)
y la condicio´n de contorno{
a1U(x0, y0, t) + b1
∂U(x0,y0,t)
∂n = g1(t)
a2V (x0, y0, t) + b2
∂V (x0,y0,t)
∂n = g2(t)
en Γ (3)
siendo f1(x, y), f2(x, y), f3(x, y), f4(x, y), g1(t) y g2(t) funciones conocidas,
α =
√
λ+ 2µ
ρ
, β =
√
µ
ρ
ρ es la densidad, λ cortante de Lame´ y µ el mdulo de rigidez. Las funciones
U(x, y, t), V (x, y, t) son al menos dos veces diferenciables con continuidad en
el dominio Ω con frontera Γ.
2.2. Esquema en diferencias finitas generalizadas
Para la obtencio´n de las fo´rmulas expl´ıcitas en diferencias finitas de las
derivadas espaciales, una vez discretizado el dominio Ω∪ Γ, a cada nodo del
mismo se le asigna un conjunto de nodos a su alrededor que se denomina
estrella. En la figura 1 se muestra una estrella irregular con ocho nodos selec-
cionados con el criterio de los cuatro cuadrantes (dos nodos por cuadrante,
que son los ma´s pro´ximos al nodo central, considerando este como origen).
La derivada segunda respecto del tiempo en el nodo central de la estrella se
aproxima por: 
∂2U(x0,y0,n4t)
∂t2 =
un+10 −2un0+un−10
(4t)2
∂2V (x0,y0,n4t)
∂t2 =
vn+10 −2vn0 +vn−10
(4t)2
(4)
donde un0 , un0 , u
n+1
0 y u
n+1
0 son los valores aproximados de las funciones
U(x, y, t), V (x, y, t) en el nodo central de coordenadas espaciales (x0, y0) para
los tiempos n4t y (n+ 1)4t respectivamente.
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Las derivadas espaciales se aproximan por las expresiones expl´ıcitas en difer-
encias finitas generalizadas, obtenidas en [5] y [6]:
∂2U(x0, y0, n4t)
∂x2
= −m0un0+
N∑
j=1
mju
n
j ;
∂2V (x0, y0, n4t)
∂x2
= −m0vn0 +
N∑
j=1
mjv
n
j
∂2U(x0, y0, n4t)
∂y2
= −η0un0 +
N∑
j=1
ηju
n
j ;
∂2V (x0, y0, n4t)
∂y2
= −η0vn0 +
N∑
j=1
ηjv
n
j
∂2U(x0, y0, n4t)
∂x∂y
= −ζ0un0 +
N∑
j=1
ζju
n
j ;
∂2V (x0, y0, n4t)
∂x∂y
= −ζ0vn0 +
N∑
j=1
ζjv
n
j
(5)
Si en el sistema de ecuaciones 1 se sustituyen las derivadas parciales por las
expresiones 4 y 5 se obtiene:

un+10 = 2u
n
0 − un−10 + (4t)2[α2(−m0un0 +
N∑
1
mju
n
j ) + β
2(−η0un0 +
N∑
1
ηju
n
j )
+(α2 − β2)(−ζ0vn0 +
N∑
1
ζjv
n
j )]
vn+10 = 2v
n
0 − vn−10 + (4t)2[β2(−m0vn0 +
N∑
1
mjv
n
j ) + α
2(−η0vn0 +
N∑
1
ηjv
n
j )
+(α2 − β2)(−ζ0un0 +
N∑
1
ζju
n
j )]
(6)
que constituyen el esquema en diferencias finitas generalizadas para el pro-
blema planteado.
3. Criterio de Estabilidad
Para estudiar la estabilidad se utiliza el ana´lisis de von Neumann. Para
lo cual se realiza una descomposicio´n armo´nica de la solucio´n aproximada
de la forma
un0 = Aξ
neik
Tx0 ; unj = Aξ
neiku
Txj ; vn0 = Bξ
neik
Tx0 ; vnj = Bξ
neik
Txj (7)
donde
xj = x0 + hj ; ξ = e−iw4t
5
Figura 1: Estrella irregular de 9 nodos Figura 2: Nu´mero de onda ~k
, k es el vector del nu´mero de onda (ver figura 2)
k =
{
κx
κy
}
= κ
{
cosϕ
sinϕ
}
y ξ es el llamado factor de amplificacio´n, cuyo valor determinara´ la condicio´n
de estabilidad.
Al sustituir las expresiones 7 en la ecuacio´n 6, y simplificar, se obtiene
Aξ = 2A−A
ξ
+(4t)2[α2(−Am0+A
N∑
1
mje
ikThj )+β2(−Aη0+A
N∑
1
ηje
ikThj )+
(α2 − β2)(−Bζ0 +B
N∑
1
ζje
ikThj )]
Bξ = 2B− B
ξ
+ (4t)2[β2(−Bm0 +B
N∑
1
mje
ikThj ) +α2(−Bη0 +B
N∑
1
ηje
ikThj )+
(α2 − β2)(−Aζ0 +A
N∑
1
ζje
ikThj )] (8)
Teniendo en cuenta que los coeficientes mj , ηj , ζj, son particiones de la unidad,
se tiene
m0 =
N∑
1
mj ; η0 =
N∑
1
ηj ; ζ0 =
N∑
1
ζj (9)
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al sustituir las expresiones 9 en la ecuacio´n 8, se obtiene el sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, A y B, siguiente
A[ξ − 2 + 1
ξ
+ (4t)2α2
N∑
1
mj(1− eikThj ) + (4t)2β2
N∑
1
ηj(1− eikThj )]
+B(4t)2(α2 − β2)
N∑
1
ζj(1− eikThj ) = 0
A(4t)2(α2 − β2)
N∑
1
ζj(1− eikThj ) +B[ξ − 2 + 1
ξ
+ (4t)2β2
N∑
1
mj(1− eikThj )
+ (4t)2α2
N∑
1
ηj(1− eikThj )] = 0 (10)
en el que al despejar B de la segunda ecuacio´n del sistema 10, y sustituir en
la primera ecuacio´n, y tras operar, se obtiene
[2 cosw4t− 2 + (4t)2(α2
N∑
1
mj(1− eikThj ) + β2
N∑
1
ηj(1− eikThj ))]×
[2 cosw4t− 2 + (4t)2(β2
N∑
1
mj(1− eikThj ) + α2
N∑
1
ηj(1− eikThj ))] =
= (4t)4(α2 − β2)2[
N∑
1
ζj(1− eikThj )]2 (11)
Tras operar, se obtienen las siguientes condiciones:
Parte real
(1− cosw4t)2 − 2(1− cosw4t) (4t)
2
4
(α2 + β2)
N∑
1
(mj + ηj)(1− coskThj)+
(4t)4
4
[(α2
N∑
1
mj(1− coskThj) +β2
N∑
1
ηj(1− coskThj))(β2
N∑
1
mj(1− coskThj)
+α2
N∑
1
ηj(1−coskThj))−(α2
N∑
1
mj sinkThj+β2
N∑
1
ηj sinkThj)(β2
N∑
1
mj sinkThj
+α2
N∑
1
ηj sinkThj)−(α2−β2)2[(
N∑
1
ζj(1−coskThj))2−(
N∑
1
ζj sinkThj)2]] = 0
(12)
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Parte imaginaria
2(1− cosw4t)(α2 + β2)
N∑
1
(mj + ηj) sinkThj − (4t)2[(α2
N∑
1
mj(1− coskThj
+ β2
N∑
1
ηj(1− coskThj)(β2
N∑
1
mj sinkThj + α2
N∑
1
ηj sinkThj)+
(α2
N∑
1
mj sinkThj + β2
N∑
1
ηj sinkThj)(β2
N∑
1
mj(1− coskThj)+
α2
N∑
1
ηj(1− coskThj)) + 2(α2 − β2)2(
N∑
1
ζj(1− coskThj)
N∑
1
ζj sinkThj ] = 0
(13)
Al operar con estas ecuaciones, simplificando mediante el uso de criterios
conservadores y eligiendo entre ambas la condicio´n ma´s restrictiva, se obtiene
4t <
√
4
(α2 + β2)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
(14)
que es la condicio´n de estabilidad de la estrella. Por tanto, el paso de tiempo
(4t) debera´ ser el mı´nimo de los obtenidos para las estrellas de la malla.
4. Dispersio´n en la estrella
4.1. Dispersio´n de las ondas P
De la ecuacio´n 12 se tiene
ω =
1
4t arc cos Φ (15)
donde
Φ = 1− (4t)
2
4
((α2 + β2)(a1 + a3) + ((α2 + β2)2(a1 + a3)2+
4[(α2−β2)2(a25−a26)+(α2a2+β2a4)(β2a2+α2a4)−(α2a1+β2a3)(β2a1+α2a3)])
1
2 )
(16)
donde
a1 =
N∑
1
mj(1− coskThj)⇒ ∂a1
∂k
= a1,k =
N∑
1
mjd sin kd
8
a2 =
N∑
1
mj sinkThj ⇒ ∂a2
∂k
= a2,k =
N∑
1
mjd cos kd
a3 =
N∑
1
ηj(1− coskThj)⇒ ∂a3
∂k
= a3,k =
N∑
1
ηjd sin kd
a4 =
N∑
1
ηj sinkThj ⇒ ∂a4
∂k
= a4,k =
N∑
1
ηjd cos kd
a5 =
N∑
1
ζj(1− coskThj)⇒ ∂a5
∂k
= a5,k =
N∑
1
ζjd sin kd
a6 =
N∑
1
ζj sinkThj ⇒ ∂a6
∂k
= a6,k =
N∑
1
ζjd cos kd (17)
y
kThj = k(hjx cosϕ+ hjy sinϕ) = kd
Se sabe que
ω = 2pi
cgrid
λgrid
(18)
donde cgrid y λgrid son la velocidad de fase (αgrid o βgrid) y la longitud de
onda (λgridP y λ
grid
S ) en la estrella respectivamente.
Si se definen las relaciones:
s =
2
λgridS
√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
(19)
sP =
2
λgridP
√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
(20)
p =
β4t
√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
2
(21)
La razo´n de velocidades es
r =
α
β
(22)
y por tanto
sP =
s
r
(23)
Si se sutituyen las ecuaciones 15, 20, 21 y 23 en la ecuacio´n 18 particularizada
para las ondas P, tras operar, se obtiene la relacio´n de dispersio´n para las
ondas P
αgrid
α
=
arc cos Φ
2pisp
(24)
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4.2. Dispersio´n de las ondas S
Se sabe que
ω = 2pi
βgrid
λgridS
(25)
Si se sustituyen las ecuaciones 15, 19 y 21 en la ecuacio´n 25, tras operar, se
obtiene
βgrid
β
=
arc cos Φ
2pisp
(26)
4.3. Dispersio´n de la velocidad de grupo ondas P
Por definicio´n la velocidad de grupo para las ondas P , se obtiene al
derivar w, dada por la expresio´n 15, respecto de k, por tanto
αgridgroup =
∂w
∂k
=
4t
4
β2Υ√
1− Φ2 (27)
donde
Υ = (r2 + 1)(a1,k + a3,k) +
1
2
[2(r2 + 1)2(a1 + a3)(a1,k + a3,k)+
4[2(r2 − 1)2(a5a5,k − a6a6,k) + (r2a2,k + a4,k)(a2 + r2a4)+
(r2a2 + a4)(a2,k + r2a4,k)− (r2a1,k + a3,k)(a1 + r2a3)−
(r2a1 + a3)(a1,k + r2a3,k)]]× [(r2 + 1)2(a1 + a3)2+
4[(r2 − 1)2(a25 − a26) + (r2a2 + a4)(a2 + r2a4)− (r2a1 + a3)(a1 + r2a3)]]
−
1
2 (28)
designando
F = (r2 + 1)(a1 + a3) + [(r2 + 1)2(a1 + a3)2+
4[(r2 − 1)2(a25 − a26) + (r2a2 + a4)(a2 + r2a4)− (r2a1 + a3)(a1 + r2a3)]]
1
2 ] (29)
Teniendo en cuenta las ecuacio´n 29 y 21, se tiene
αgridgroup
α
=
1
2
√
2r
Υ√√√√F − ( pF√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
√
2
)2
(30)
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4.4. Dispersio´n de la velocidad de grupo ondas S
βgridgroup
β
=
1
2
√
2
Υ√√√√F − ( pF√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
√
2
)2
(31)
4.5. Irregularidad de la estrella y dispersio´n
Los coeficientes, m0, η0, ζ0, que aparecen en el criterio de estabilidad de-
penden de: a) nu´mero de nodos en la estrella, b) las coordenadas de cada
nodo respecto del nodo central de la estrella y c) de la funcio´n de pon-
deracio´n elegida ([3]).
Fijados el nu´mero de nodos por estrella, en nuestro caso 9 (N = 8), y la
funcio´n de ponderacio´n, w(hjx, hjy) =
1
(
√
h2jx + k
2
jy)3
, la expresio´n
1√
(r2 + 1)[(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ20 ]
(32)
depende de la razo´n de velocidades y de las coordenadas relativas de cada
nodo de la estrella respecto del nodo central de la misma.
Los coeficientes, m0, η0, ζ0, son funciones de
1
h2jx + h
2
jy
, de tal manera que al
disminuir las coordenadas relativas de los nodos de la estrella, aumentan
dichos coeficientes, lo cual ocurre al aumentar el nu´mero de nodos en la
malla. Para un mismo nu´mero de nodos en la malla el mı´nimo valor de los
coeficientes mencionados se obtiene para la malla regular ([6]).
Sea τl la media de las distancias de los nodos de la estrella l a su nodo
central. Sea τ la media de todas las τl de las estrellas de la malla, una vez
discretizado nuestro dominio. Se tiene que:
hj = τ
{
hjx
hjy
}
(33)
m0 = m0
1
τ2
; η0 = η0
1
τ2
; ζ0 = ζ0
1
τ2
(34)
La condicio´n de estabilidad puede reescribirse
4t < 2τ
β
√
(r2 + 1)
√
(|m0|+ |η0|) +
√
(m0 + η0)2 + ζ0
2
(35)
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En el caso de malla regular de ocho nodos la expresio´n 35 resulta ser
4t < τ
β
√
r2 + 1
2(
√
2− 1)√3√
5
(36)
Si se multiplica el segundo miembro de la expresio´n 36 por el factor
√
5(
√
2 + 1)√
3(|m0|+ |η0|+
√
(m0 + η0)2 + ζ0
2
)
(37)
se obtiene la expresio´n 35.
El factor obtenido en 37, que para una estrella regular (esquema de ocho
nodos ma´s el nodo central) es la unidad, es un indicador de la irregularidad
de la estrella. Se adopta como indicador de irregularidad de la malla (IIM)
el valor mı´nimo de los indicadores de irregularidad obtenidos para cada una
de las estrellas de la malla. Al aumentar el nu´mero de nodos en la malla,
podr´ıa disminuir el indicador de irregularidad de la malla y, por tanto, el
paso de tiempo.
5. Resultados Nume´ricos
Resolucio´n del problema definido en 2.1, con Ω = [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 con
las condiciones de contorno Dirichlet y las condiciones iniciales
U(x, y, 0) = sinx sin y;V (x, y, 0) = cosx cos y
∂U(x, y, 0)
∂t
= 0;
∂V (x, y, 0)
∂t
= 0 (38)
utilizando mallas regulares (ver figura 3 con 121 nodos) e irregulares (ver
figuras 4 y 5) de 121 nodos. La solucio´n anal´ıtica
U(x, y, t) = cos
√
2βt sinx sin y; V (x, y, t) = cos
√
2βt cosx cos y (39)
La funcio´n de ponderacio´n utilizada ha sido
w(hj , kj) =
1√
(h2j + k
2
j )3
(40)
y el criterio de seleccio´n de los nodos es el del cuadrante. El error global ha
sido calculado para cada paso de tiempo utilizando la siguiente norma
Error global =
√∑NT
j=1(sol(j)−exac(j))2
NT
|exacmax| × 100 (41)
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figura 3 figura 4 figura 5
donde sol(j) es el valor de la solucio´n aproximada en el nodo j, exac(j) es la
valor de la solucio´n exacta en el nodo j, exacmax es el ma´ximo valor de la
solucio´n exacta en los nodos interiores de de la malla considerada y NT es
el nu´mero de nodos del interior.
Los errores globales, con 4t = 0,01, para distintos valores de α y β, en las
mallas regulares, se muestran en las tablas 1 y 2
Cuadro 1: Influencia del nu´mero de nodos en el error global con α = 1;β =
0,6
N de Nodos Error Global U Error Global V
121 0.002816 0.003851
289 0.001166 0.001618
441 0.0006524 0.0008963
676 0.0003288 0.0004437
Los valores del error global al variar 4t, utilizando la malla irregular de 121
nodos de la figura 4, con IIM = 1,5327, se muestran en la tabla 3. Los valores
del error global al variar 4t, utilizando la malla irregular de 121 nodos de
la figura 5, con IIM = 1,118, se muestran en la tabla 4.
6. Conclusiones
En este art´ıculo se muestran las expresiones expl´ıctas, en diferencias fini-
tas generalizadas, para la propogacio´n de ondas s´ısmicas en 2-D. Se estudia
la estabilidad, obtenie´ndose un criterio en funcio´n de la razo´n de velocidades
y los coeficientes de las fo´rmulas expl´ıcitas.
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Cuadro 2: Influencia del nu´mero de nodos en el error global con α = 1;β =
0,5
N de Nodos Error Global U Error Global V
121 0.001569 0.001754
289 0.0006037 0.0006796
441 0.0003856 0.0004312
676 0.000245 0.0002756
Cuadro 3: Influencia del 4t en el error global con α = 1;β = 0,5
4t Error Global U Error Global V
0.0316 0.01506 0.0079
0.0223 0.01017 0.006447
0.01 0.003566 0.003099
0.007 0.002245 0.001945
Se analiza la dispersio´n y se relaciona con la irregularidad de la estrella
utilizando el ı´ndice de irregularidad de la malla. La utilizacio´n de mallas
irregulares, segu´n la geometr´ıa del problema, puede ocasionar que se pro-
duzcan dispersiones elevadas en algunas estrellas, lo cual va asociado con
valores elevados del indicador de irregularidad de la malla (IIM). En este
caso se redefine la malla mediante un proceso adaptativo hasta conseguir
una malla con valores de dispersio´n e ı´ndice de irregularidad adecuados.
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